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1. Einleitung

Die Eulerrolle ist ein didaktisches Hilfsmittel fiir den Mathematikunterricht und wurde von
Zehnder Bildungsprojekte zur mathematischen Modellierung sicherheitsrelevanter Prozesse
entwickelt (Patent Nr. CH716934, https://patentscope.wipo.int/search/de).

Die Bezeichnung Eulerrolle bezieht sich auf die besondere Geometrie des Objektes

Die Radiuslinge sowie die Hohe dieses Zylinders reprdsentiert eine skalierte Lange Z =1

Zahlen und Mathematik spielen in unserem Alltag eine wichtige Rolle und bilden oft die
Grundlage fiir Entscheidungen, die unser Leben stark beeinflussen kénnen.

Eine Zahl ist jedoch ein abstrakter Begriff. Umgangssprachlich wird eine Zahl oft als Menge
verstanden, zum Beispiel 7 Apfel. Eine Zahl kann aber auch eine ergiinzende Beschreibung zu
einem Objektzustand sein. So kann z.B. ein Apfel mit 7 [%] von einem Punkt A nach B fliegen

oder 7[522] beschleunigt werden. Gemeinsam an diesen Beschreibungen ist, dass mit einer Zahl

eine objektive Aussage iiber ein Objekt, iiber eine Eigenschaft oder Zustand moglich ist. Fiir
soziale Wesen ist vermutlich ein objektives Wertesystem Voraussetzung fiir ein erfolgreiches
Zusammenleben. Ein nachhaltiges Fortbestehen setzt ein Nehmen und Geben und somit wohl
eine minimale Gerechtigkeit voraus. Wenn z.B. in einem Unternehmen Leistung nicht gerecht
belohnt wird, fiihrt dies zu Unzufriedenheit und in der Folge zu Kiindigungen oder anderen
unerwiinschten Reaktionen. Ob dies auch fiir eine Mutter-Kind-Beziehung gilt, ldsst sich aber
wohl eher philosophisch beantworten. Eine mathematische Herausforderung ist jedoch der
Anspruch, dass Objekt, Zustinde oder Eigenschaften exakt bewertet werden kdnnen. Dazu
braucht man so etwas wie eine Zahl, die man addieren und multiplizieren kann und welche
auch einen objektiven Vergleich ermoglicht. Um das zu ermdglichen, werden Zahlen im
Alltag in Verbindung mit Einheit benutzt, zum Beispiel 1 Meter oder 1 Sekunde. Anstelle von
Einheiten konnen auch Begriffe verwendet werden, wobei diese in der Regel nicht so prézise
definiert sind wie Einheiten. Eine Zahl und eine Einheit ermdglichen aber noch keine
Wertung. Mit einer Linge 4[m] kann man zwar eine Grenzldnge bestimmen aber auf einer
Linge lasst sich nichts bepflanzen, dazu braucht es eine Flache. Schon konkreter ist die
Aussage 1[m?], das ist eine Fldche mit einer Umfanglinge von z.B. 4[m]. Topologisch
(Fachgebiet der Mathematik) ist eine solche Flache ein Objekt mit einem Rand. Ein solches
Objekt lasst sich umformen und ihm kann ein Attribut zugeschreiben werden, zum Beispiel
eine Objektgrosse k oder n oder auch ein Objektwert von100 Franken. Mit dieser
Zuschreibung wird das Objekt vergleichbar. Daraus kénnte man schliessen, dass 100[m?]
10’000 Franken kosten, was aber auch nicht zwingend richtig ist. 100[m?] konnte ja auch
eine 1 Kilometer lange Rechteckfldche mit10 cm Breite sein. Diese Fldche wére praktisch
nutzlos. Die Objektzahl 1m? ist also noch keine hinreichende Information fiir eine
Wertangabe, diese Zahl enthilt nur die Information, dass es ein zweidimensionales Objekt
(n? gibt. In einem endlichen System (begrenzte Grisse) muss dieses Objekt auch einen Rand
haben, wobei der der Rand auch wieder ein Objekt ist, aber mit der kleineren Potenz n?~1
(Definition Topologie). In Analogie zu diesem Flichenobjekt enthilt die kubische Zahl 13 die
Aussage, dass es ein dreidimensionales Objekt mit einem zweidimensionalen Rand gibt. Wird
zu dieser Zahl 13 keine Einheit angegeben, kann daraus wenig abgeleitet werden. Selbst die
Aussage, dass es sich dabei um einen geometrischen Kdrper handelt, ist nur eine These.
Genauso kann es sich bei einem dreidimensionalen Objekt auch um einen rotierenden Vektor
handeln, der mit der Winkelgeschwindigkeit w = 2mf um einen Kreismittelpunkt rotiert. In

diesem Fall lasst sich die Zahl 13 in ein Produkt [ x bx t=v -t =2-7- 1 [%] zerlegen,

wobei dieses Produkt die Tangentialgeschwindigkeit der Vektorspitze angibt.
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Wenn mit einer Zahl ein Objekt beschrieben wird, welches sich bewegt, dann kann man von
einem Raum-Zeit-Objekt sprechen und damit ist man definitiv mit abstrakten Zahlen
konfrontiert. Bereits der Begriff «Raum» wird Umgangssprachlich als 3D-Korper
interpretiert. Topologisch wird dieser Begriff nicht so verwendet, stattdessen spricht man von
Dimension welche als Richtung definiert sind. So gesehen ist ein Vektor, welcher genau eine
Richtung aufweist, als eindimensionales Objekt definiert. Ein Wiirfel kann mit den drei
Koordinaten x, y und z als 3D-Raumobjekt definiert werden. Topologisch kann aber auch ein
Viereck, bestehend aus Seitenvektoren mit unterschiedlichen Richtungen, auch ein 3D-Objekt
sein. Sobald ein Objekt ein Langenanteil besitzt, ist das toplogisch ein Raumobjekt. Fehlt
jedoch die Raumdimension, handelt es sich nicht mehr um ein vollsténdiges Objekt, es zerfallt
in eine Zeitdimension. Werden Zahlen mit Raum- und Zeit-Einheiten verkniipft, betreibt man
aber Physik und man ist im tiglichen Umgang mit Zahlen angekommen. Bei unseren
alltdglichen Entscheidungen machen wir uns aber in der Regel keine Gedanken dariiber, ob es
sich um ein 4, 5 oder 10-dimensionales Problem handelt, weil wir viele Entscheidungen
geflihlsméssig treffen konnen. Wenn wir unsicher sind, fragen wir vielleicht noch eine
nahestehende Person oder wir holen eine Expertenmeinung ein. Eher selten transformieren
wir eine Fragestellung in eine mathematische Formulierung, auch wenn dieser Ansatz die
exakteste Methode ist. Wird jedoch eine moglichst prazise Antwort gefordert, dann liefert die
mathematische Formulierung die verldsslichste Antwort. Prazise Antwort werden z.B. bei
sicherheitsrelevanten Anwendungen erwartet. Fiir die Zulassung einer automatischen
Zuglenkung muss ein Hersteller daher nachweisen, wie sicher und verldsslich sein System ist.
Antworten wie «ziemlich sicher» miissen mit Zahlen hinterlegt sein und nachvollzogen
werden konnen. Im Alltag nehmen wir es oft nicht so genau. Schnell trauen wir uns zu,
komplexe Zusammenhinge einschitzen zu konnen, ohne eine Vorstellung dariiber zu haben,
welche Komplexitéit (Dimensionalitdt) hinter einer Fragestellung steckt. Dabei haben wir
heute wie keine Generation vor uns die Moglichkeit, in kurzer Zeit auf sehr viel Wissen
zuzugreifen, und der Bildungsstand ist besser als je zuvor. Leider nutzen wir diesen Vorteil
nur teilweise. Wir kdnnen sogar beobachten, dass wissenschaftliche Erkenntnisse negiert
werden und es politisch legitim geworden ist, auch komplexe Entscheidungen auf Thesen zu
stiitzen, die nachweislich falsch sind.

Dies sollte uns jedoch nicht davon abhalten, die zu l6senden Herausforderungen weiterhin auf
wissenschaftliche Erkenntnisse zu stiitzen und sorgfiltige Grundlagen zu erarbeiten, damit
falsche Behauptungen fiir moglichst viele Menschen offensichtlich werden.

Hilfreich kann dabei ein einfaches Modell sein, mit dem sich grundlegende Zusammenhinge
verstdndlich darstellen lassen. Einen Beitrag dazu, sollte das Modell Eulerrolle liefern
konnen. Der Ursprung zu dieser Entwicklung geht auf eine Sicherheitsfrage aus der
Bahntechnik zuriick. Wenn wir iiber sichere Systeme sprechen, setzt das einen Konsens
voraus, was wir unter Sicherheit verstehen. Gelingt es, eine solche Frage mit einer Zahl
quantifizieren zu konnen, haben wir zumindest eine gemeinsame Ausgangslage, um eine
zielfithrende Diskussion iiber «Sicherheit» fithren zu konnen.

Ein solche Quantifizierbarkeit ist moglich, indem eine Zahl einem Objekt zugeordnet werden
kann, aus dessen Informationsgehalt sich noch weitere Eigenschaften ableiten konnen. Dazu
braucht es verschiedene Dimensionen, weil solche Objekt Funktionen aufweisen miissen,
welche Vergleiche mit dussert stabilen und sicheren Situationen ermoglichen. Das ist ein
Wertevergleich, also etwas, was wie tiglich mit Zahlen machen. So kann der Wert eines
Objektes «Stuhl» mit dem Wert eines Objekts «Banknote» verglichen werden und dem Stuhl
kann ein Wert von z.B. 80 Franken zugeordnet werden. Entsprechend ldsst sich auch eine
Objektsicherheit definieren, die als Zustand oder Vorhandensein zu einem bestimmten
Zeitpunkt definiert werden kann. So muss eine Prognose mdglich sein, wo sich ein Objekt in
einer Stunde befinden wird. Allerdings stiitzt sich eine solche Aussage auf verschiedene
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Randbedingungen wie z.B. Geschwindigkeit und Wegprofil. Solche Abhingigkeiten flihren
dazu, dass keine einfachen Aussagen mehr mdglich sind, in einem solchen System gibt es
Riickkopplungen, die zu Uberlagerungen fiihren kénnen, die keine prizisen Aussagen mehr
zulassen. Ein Zug kommt z.B. nur dann sicher an einem Ort x an, wenn auf der gesamten
Strecke keine sicherheitsrelevanten Storungen auftreten konnen. Dabei ist die Anzahl der
moglichen Stérungen systemabhéngig. So sind bei einer automatisierten Autofahrt die zu
beachtenden Randbedingungen wesentlich komplexer als beim automatisierten Bahnverkehr.
Generell kann gesagt werden, dass durch eine Komplexititsreduktion Prognosen einfacher
und damit auch verldsslicher werden. Die Frage ist aber, ob durch eine solche Reduktion ein
System nur skaliert wird (massstdblich verkleinert) oder ob ein System reduziert wird, indem
Funktionen entfernt werden (entfernen von Systemfunktionen). Mathematisch handelt es sich
beim ersten Fall um eine Division, d.h. alle Dimensionen werden nur verkleinert aber nicht
verandert (aus Meter werden Millimeter aber niemals Sekunden). Im zweiten Fall handelt es
sich um eine Subtraktion (System-Subelemente werden entfernt). Bei der Modellierung
bleiben also alle Systemeigenschaften erhalten, solange keine Subtraktionen stattfinden, aber
das Systemverstindnis wird dadurch auch nicht vereinfacht. Die Kunst der Modellierung
besteht darin, die Komplexitét zu reduzieren und gleichzeitig die wesentlichen Eigenschaften
eines Systems zu erhalten. Dies erreicht man, indem man von einer Funktion (zum Beispiel
von einer Gausskurve) nicht einfach die Hilfte aller Punkte entfernt, sondern nur jeden
zweiten Punkt. Dadurch bleibt die Hiillkurve (Form) erhalten, aber die Auflosung halbiert
sich, was irrelevant ist, solange nach der Reduktion noch geniigend Punkte vorhanden sind.
Bleiben aber am Ende jedoch nur noch 4 Punkte iibrig, dann hat man zu stark reduziert und
die Gausskurve degradiert zu einer geknickten Linie. Ideal ist ein Skalierungsfaktor welcher
Detailinformationen ignoriert aber die wesentlichen Eigenschaften des Originals noch
darstellen kann (Beispiel: Eine Autokarte beinhaltet Informationen iiber Strassen, aber
Wanderweg-Informationen fehlen). Eine Modellierung ermoglicht eine Mustererkennung und
genau das ist Mathematik. Damit befassen sich aber auch viele andere Disziplinen, zum
Beispiel auch die Psychologie. In diesem Bereich erfolgt die Mustererkennung jedoch durch
Beobachtungen, weil viele Prozesse so komplex sind, dass sie sich mathematisch nicht mehr
beschreiben lassen. Jede Mustererkennungsmethode setzt aber Professionalitdt voraus. So
muss auch der Beobachter viele Verhaltensmuster gut kennen, um eine Auffilligkeit erkennen
und zuordnen zu konnen. Bei jeder Mustererkennung besteht die Gefahr, dass Dimensionen
miteinander verglichen werden, welche gar nicht vergleichbar sind was zu gravierenden
Fehlinterpretationen fiihrt. In der Mathematik verwendet man dazu Operationsregeln (Bsp:
Keine Division 1:0) Regeln gelten natiirlich auch in der Psychologie, aber wenn man sie nicht
kennt, sollte man Diagnosen wohl besser den Experten iiberlassen.

Komplex sind auch technische Sicherheitssysteme. In diesem Bereich stiitzt man sich auf
mathematische Mustererkennungen. So kann nachgewiesen werden, dass Computersysteme
mit sehr hoher Verldsslichkeit (Sicherheit) Prozesse umsetzten konnen. Besonders im
Vergleich zum Menschen ist die Fehlerquote eines Computers um Potenzen besser, solange es
sich um definierbare Regelprozesse handelt? Hier kann man sich sogar die Frage stellen, ob
ein solches System, das nur zwischen 1 und 0 unterscheiden kann, nicht Fehlerfreiheit
garantieren kann? Vordergriindig ldsst sich somit jede Software maximal reduzieren, womit
auch jede Software eindeutig priifbar ist (System mit definierbaren Abweichung 0 und 1).

Solche Forderungen 16sen grundsitzliche Fragen aus und lassen sich nicht damit beantworten,
dass jeder Rechner absolut zuverlédssig zwei Zahlen addiere oder multiplizieren kann.
Computerprogramme sind keine statischen Objekte und daher ldsst sich die Zeit aus einer
Computeranwendung nicht heraus kiirzen. Wird eine Aufgabe sehr komplex, muss ein
Computer auch sehr viele Daten auswerten kdnnen (sehr grosse Zahlen). Wird dann noch
gefordert, dass die entsprechenden Ergebnisse sehr schnell vorliegen, hat jeder Computer
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schnell auch ein Auflosungsproblem. Wie in weiteren Aufsédtzen noch gezeigt wird, versteckt
sich hinter jeder Zeiteinheit die Zahl 7 und kein Computer kann diese Zahl genau darstellen.
Rundungsfehler gehoren daher auch zur DNA eines Computers. Damit stdsst man auch zu
Grundsatzfragen der Zahlentheorie und zu scheinbar einfachen Fragen wie «was ist tiberhaupt
die Zahl 7 oder die Zahl 72 und dann stellt man fest: 72 gehort zu den ungeldsten Fragen der
Mathematik. An dieser Stelle kann bereits verraten werden, dass auch eindimensionale
Objekte ungeldste Fragen verbergen. Jede Primzahl bildet ein eindimensionales Objekt ab, da
ja ein ganzzahliges Produkt a - b Nichtprim ist. Topologisch ist jede Linie ein
eindimensionales Objekt und dazu gehort z.B. auch eine gekriimmte Bogenlinie. Ein
eindimensionales Objekt ist auch ein Vektor, der durch eine bestimmte Lange und Richtung
charakterisiert ist. Um eine Bogenldnge mit Vektoren genau abbilden zu kdnnen, bendtigt
man in einem endlichen System sehr viele aber sehr kleine eindimensionale Vektoren, damit
die Vektorsumme eine Bogenlinie moglichst fehlerfrei représentieren kann. Bei einem
Kreisbogen weist dabei jeder Vektor eine andere Richtung (Dimension) auf. Um solche
Zusammenhdnge genau zu verstehen, eignet sich ein Modell, das z.B. den Unterschied
zwischen einer Vektoraddition und einer Vektormultiplikation anschaulich darstellen kann.
Mit dem Objekt «Eulerrolle» lassen sich solche Grundlagen der Mathematik erkldren, auch
komplexe Operationen der hoheren Mathematik werden damit leichter verstindlich. Die
Eulerrolle eignet sich daher auch als didaktisches Hilfsmittel fiir den Mathematikunterricht.
Dazu gehdrt auch ein leichterer Zugang zu Primzahlen und andere besonderen Zahlen wie e
und 7, sowie allgemein ein leichterer Verstindnis zu verschiedenen Fachbereichen der
Mathematik.
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2. Geometrischer Aufbau der Eulerrolle

Die Eulerrolle ist ein zweiteiliger Korper, bestehend aus einem Zylinderunterteil und einem

abschraubbaren Zylinderoberteil, die iiber eine Schraubenlinie mit der Steigung m = % = %

miteinander verbunden sind.

Schraubenlinie x-Achse

im Zylinderdeckel

Mantelfléiche
Zylinderdeckel

Hohe z = 2n

Schraubenlinie
Zylinderunterteil

-

Mantelfléche
Zylinderunterteil

Bild 1: Eulerrolle, bestehend aus Zylinderdeckel und Zylinderunterteil

Das Zylinderunterteil kann als ein statisches 3D-Element mit den drei Raumdimensionen xyz
interpretiert werden. Das abschraubbare Zylinderoberteil besitzt die gleiche Geometrie wie
das Zylinderunterteil, wobei konstruktionsbedingt Abweichungen toleriert werden miissen
(Wanddicke > 0). Wird das Zylinderoberteil um 90° gedreht, verdoppelt sich das
Zylindervolumen und damit auch die gesamte Mantelflidche. Fiir die Mantelfldche des
Zylinderunterteils gilt: xy = U - h (Umfang - Hohe).

Die Mantelflache des Zylinderoberteils kann durch ein Produkt z - t beschrieben werden. Die
drei Dimensionen x, y und z beschreiben drei Raumdimensionen und der Faktor z eine
Zeitdimension. Das Objekt Eulerrolle ist also ein 4-dimensionales Raum-Zeit-Objekt.

Der Begriff Objekt stammt aus der Topologie, einem jungen Teilgebiet der Mathematik.
unterschiedlicher Richtung besteht. Jede kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten lésst
sich daher als eindimensionale Vektor interpretieren, wobei die Richtung durch die
Dimension (Einheit) bestimmt. Jeder Umweg von a nach b (gekriimmte Line) ldsst sich
folglich auf einen Vektor reduzieren, wobei in diesem Fall sémtliche Teilvektor-Richtungen
auf eine einzige Richtung reduziert werden. Diese Reduktion auf eine Vektorbeschreibung ist
eine Komplexitétsreduktion. Eine beliebig komplexen (mehrdimensionalen) Funktion kann so
auf eine lineare Beziehung zuriickgefiihrt werden. Toplogisch wird aber auch noch zwischen
endlichen und unendlichen Systemen (Objekte) unterschieden, wobei fiir ein endliches
System der Begriff kompakten Mannigfaltigkeit verwendet wird. Die Eulerrolle ist somit eine
kompakte Mannigfaltigkeit, die durch einen Rand begrenzt ist. Wird diese Grenze
iiberschritten, so zerfallt das Objekt in zwei Teile und verliert dabei auch spezifische
Systemeigenschaften. Das ist der Fall, wenn der Zylinderdeckel um mehr als 90° gedreht
wird, dann hat man keine Eulerrolle mehr in der Hand, sondern nur noch zwei Halbteile der
Eulerrolle, wobei auch dies Halbteile weiter zerfallen konnen, ndmlich in zwei 2D-
Flachenobjekte, in eine Mantelfldche und eine kreisformige Deckelfldche.

Dieser Zerfall hat den Vorteil, dass die Teilobjekte immer einfacher und damit auch besser
verstidndlicher werden. Ausserdem bleiben bei der Zerlegung auch gewisse Eigenschaften des
Systems erhalten, wahrend andere verloren gehen. Zerfallt ein Zylinder-Objekt in zwei
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Mantelfldchen, so geht eine Raumdimension verloren und das Objekt kann nicht mehr als
Behilter verwendet werden. Grundlegende Fragen ergeben sich, wenn auch noch eine
Mantelfldche zerlegt wird. Topologisch ist eine Fliche eine zwei Mannigfaltigkeit, die durch
einen Rand (Umfanglinge) begrenzt wird. Allgemein gilt: Der Rand einer Mannigfaltigkeit ist
auch wieder eine Mannigfaltigkeit, die aber um eine Potenz kleiner ist, als die libergeordnete
Mannigfaltigkeit (Der Umfanglinge einer Mantelfldche ist eine 1 D-Mannigflatig, die mit
einer nt-Zahl beschrieben werden kann).

3. Die unterschiedlichen Fldchen der Eulerrolle

Auf der Oberflache der Eulerrolle konnen
Z%;‘ggg;:ﬂzﬂ | Zyﬁ;‘é‘:rig;ckel Vektoren, Strecken und Flichen gezeichnet
\ werden. Dies sind alles mathematische

A ; Objekte, die durch eine Zahl definiert werden
Mantelfliche AN " NQ konnen. Allerdings gibt es zwischen diesen

\ : N Flachen grundsitzliche Unterschiede, so dass
ein Vektor auf der Mantelfldche des
Zylinderoberteils nicht ohne weiteres auf eine
andere Flache iibertragen werden kann.

Zylinderunterteil

Bild 2: Drei Mantelflichen, drei Zahlenrdume

Der Zylinderunterteil wird als statisches 3D-Element interpretiert, so dass jeder Punkt auf
dieser Oberflache mit einen x- und y-Koordinatenwert beschrieben werden kann. Dieses
statische Teilobjekt hat keine Zeitdimension. Auf dieser Mantelfldche kann auf der y-Achse
eine Radiusldange und auf der x-Achse eine Umfanglinge r- 2 dargestellt werden. Diese
Flache kann somit als Phasenraum-Darstellung y = f (@) = f(rm) interpretiert werden.
Dabei kann der y- und der x-Dimension eine Lange [m] zugeordnet werden.

Der Zylinderoberteil kann in ein runde Deckelfliche und eine Mantelfliche unterteilt
werden. Die Deckelfldche stellt eine Polardarstellung dar, bei der ein Punkt auf der Fléche
durch eine imaginére Zahl definiert werden kann, die sich aus einem realen x- und durch
einem imagindren j-Anteil zusammensetzt. Im Gegensatz zur Phasenraum-Darstellung wird
jede Zahl in der Polardarstellung immer als skalare Zahl (einheitslos) dargestellt.

Ein wesentlicher Unterschied zwischen dem Zylinderoberteil und -unterteilt besteht darin,
dass das Oberteil kein statisches, sondern ein abschraubbares Element ist, das sich nach einer
gewissen Drehzeit und Drehgeschwindigkeit vom Unterteil 16st. Diese Mantelfldche kann
daher als Produkt z¢ beschrieben werden, wobei die Vertikale z als Hubhohe h und die
Horizontale t als Drehzeit t interpretiert werden kann. Diese Flache stellt also einen
Zeitbereich z = f(t) dar. Die Hubhdhe z kann als Léngeneinheit [m] interpretiert werden.
Alternativ kann die Mantelfldche z¢ auch als Kreisfrequenz w = 2m - f interpretiert werden,

das heisst die Hohe z wird durch eine Frequenz f [s~!] und die Bogenlidnge wird durch eine

Umdrehungen = —— _ 2mf
Zeiteinheit ¢S T o T

Diese Darstellung ist als Fourierraum-Darstellung bekannt.

Zeit rm [s] substituiert. Dabei gilt: Frequenz f = % =

Jede Vektor- oder Flichen-Darstellung im Phasenraum kann durch eine Fouriertransformation
in den Zeitbereich bzw. in den Fourierraum transformiert werden.
Solche Transformationen gehdren zur hoheren Mathematik.

(s. Literaturhinweis oder diverse youtube Beitrdge, Suchbegriff: Fouriertransformation)
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Wichtig ist an dieser Stelle:

Auf der Eulerrolle konnen drei verschiedene Zahlenrdume dargestellt werden. Je nach
Fragestellung eignet sich der eine oder andere Raum besser fiir bestimmte Operationen. So
lohnt es sich, zunichst zu liberlegen, welcher Zahlenraum sich fiir eine bestimmte
Fragestellung am besten eignet. Dies kann den Vorteil haben, dass bestimmte
Gleichungssysteme in einem Raum viel einfacher zu 16sen sind als in einem anderen Raum.
Hat man in einem Raum eine einfache Losung gefunden, kann man das Ergebnis in jeden
anderen Raum zuriicktransformieren. Die Geometrie der Eulerrolle auf der eine

Schraubenlinie mit der Steigung m = % = 2—7: liegt, ist so gewdhlt, dass bestimmte

Differenzialgleichungen in der Polardarstellung im Zeitbereich einfach zu interpretieren sind,
so dass die Losungen wie auf einem Rechenschieber abgelesen werden konnen. Dies setzt
allerdings die spezielle Geometrie der Eulerrolle voraus (Patentschrift).

4. Vor- und Nachteil der verschiedenen Zahlenraume

Jede beliebige Zahl k kann durch den Quotienten % auf die Zahl 1 skaliert werden.

Vorausgesetzt ist allerdings, dass k eine endliche Zahl ist, da % eine undefinierte

Bezugsgrosse ist (gegen die Unendlich oder 1/ oo kann nicht referenziert werden).

Das bedeutet aber auch, dass ein beliebig grosses Raume-Zeit-Objekt < oo auf eine Eulerrolle
reduziert werden kann. Diesem skalierten Objekt kann, wie dem 4D-Originalobjekt, ein 3D-
Rand zuordnet werden, welcher kohdrent zur 4D-Eulerrolle ist. (Anmerkung zur Kohdrenz:
Eine Umfangliinge 4n' ist kohdirent zu einer quadratischen Fliche In?). Dieser 3D-Rand ist
eine Mannigfaltigkeit mit 2D-Rand (Mantelfliche) und diese wiederum eine Mannigfaltigkeit
mit einem 1D-Rand (Seitenldnge). Die Hohe y der statischen Mantelfldche kann als 1D-
Vektorobjekt mit definierter Linge und Richtung y interpretiert werden. Transformiert man
diesen Langenvektor in der Polardarstellung, kann damit eine Durchmesserlénge darstellt
werden. In der Polardarstellung, kann jedoch keine Linge und damit auch kein Vektor,

sondern nur eine skalierte Zahl n = E = § = 1 dargestellt werden. Dabei kann diese

Radiusldnge aus beliebig vielen Subldngen x= {al, a;,a ...a, /2} und beliebig vielen
Subldngen y= {bl, by, by ...by, /2} bestehen. Diese Subterme lassen sich zu einem Realteil A,

und einem j-Imaginérteil B; zusammenfassen.

Dabei gilt bei einer Polardarstellung: % =R 1

1
=-=n
b Im 1

Hinter der Zahl n! kann sich also ein beliebig grosser (langer) Sehnenvektor verbergen, der

sich aus sehr vielen Langen- und Phasenteile zusammensetzt. Im der Polardarstellung stellt

ein 45°-Sehenvektor das Verhiltnis f—:l = % = n! ab. Im Phasenraum wird ein solcher Vektor

als Rechteckdiagonale mit einem y-Anteil r = Radiuslange Re und einer Bogenldnge ¢ =

rmt (Im-Anteil) dargestellt. In dieser Darstellung bildet ein Sehnenvektor, eine Hypotenuse, die

Radiusr

durch eine Steigung m = = % gekennzeichnet ist. Transformiert man diese

Bogenrm
Hypotenuse in den Zeitbereich, so stellt sie in dieser Darstellung einen
Geschwindigkeitsvektor v; = % [%] dar.

Das Beispiel zeigt, das sich mit der Eulerrolle ein Geschwindigkeitsvektor
(Objekteigenschaft) auch auf einer rotierenden Manteloberfliche abbilden lédsst. Ein solcher
D-Vektor ldsst sich auch wieder in die Polardarstellung zuriicktransformieren, wo er mit
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einem anderen Winkel wieder als einheitenfreie Zahl dargestellt werden kann. Der Nachteil
bei dieser einheitenfreien Darstellung liegt darin, dass ein Sehnenvektor in der
Polardarstellung nicht ohne weiteres als v;-Vektor erkannt wird.

Der imaginire Zahlenraum (Polardarstellung)

In dieser Darstellung konnen alle Zahlen durch einen einheitenlosen Vektor r = n und einem
Phasenwinkel ¢ = km dargestellt werden. Alternativ kann eine Zahl auch durch die

Koordinatendarstellung x= Re und y=j=Im definiert werden. Mit der Skalierung Z—Z kann jede

beliebige Zahl —oo < k < +o0 als skalierter Vektor mit einer Radiusldnge % = 1 und einem

Phasenwert ’%T = 1 = 1800 darstellt werden. Es handelt sich um einen Radiusvektor, der auf
der -x Achse des Einheitskreises liegt und eine skalierte Zahl -1 darstellt. Topologisch ist
dieser Vektor ist ein eindimensionales Objekt n! mit einem n°® Rand % = 1. Das heisst, in
dieser Darstellung ist der Radiusvektor auf die Lange 1 beschrankt. Allerdings ist auch der
Phasenwert ’%T = 1 und damit der Vektorwinkel auf eine 180°-Drehung beschrinkt, so dass

der Einheitskreis nicht vollstindig mit einem Vektorobjekt dargestellt werden kann. Dies
dndert sich, wenn zwei gleiche Vektorobjekte addiert werden. Zwei «-1 Vektoren» lassen sich
als sich Summenvektor durch einen R24m beschreiben. Neben einer Vektorldnge 2 beschreibt

dieser Vektor auch eine Halbkreisfliche 2 g = 2 - und damit eine Flichenzahl k? bzw.

eine zwei Mannigfaltigkeit (Fldche) mit einem k*-Rand (21 + ern) (Durchmesserlinge +

Halbkreisumfang). Dieser Zusammenhang ist allgemein giiltig und gilt fiir jede Kreisgrdsse.
D= 2r. In jedem Kreis konnten, sofern geniigend Elemente vorhanden sind, auch beliebig
viele Kreisradien mit unterschiedlichen Vektorrichtungen (Phasenwert @) dargestellt werden.
Damit kann auch auf jedem Kreis eine 1 Zahl 1 (Radiuslédnge) mit sehr grosser Potenz
dargestellt werden. (1*; wobei M eine sehr grosse aber endliche Zahl ist.

Die Eulerrolle ist so dimensioniert, dass auf dem Kreisdeckel eine skalierte Durchmesserldnge
D= 2r =2n dargestellt werden kann. Der Kreisumfang und damit auch die Mantelfléche
(Phasenraum) ist damit auf eine Ho6he y=2n und eine Breite x=2nm begrenzt. Um die
Eulerrolle mit Unter- und Oberteil konstruieren zu konnen, benétigt man also vier a,.-Teile

. : . . ; 2a _ : :
und vier b;-Teile, um eine skalierte Linge D = 2_y und vier j-Vektoren um einen skalierten
a
y

2bjm . ) o
Phasenwert ¢ = 7}” = jm darstellen zu konnen. Das sind insgesamt 8 Subelemente und
j
damit konnen in der Polardarstellung vier Radiusvektoren konstruiert werden. Bei dieser S8-

Systemgrosse ist eine maximale Radiuslédnge r=2 moglich, was noch eine Phasenauflosung

. . L A o
von p=180° ermdglicht. (werden die Subelemenete mit einem anderen j Verhdltnis
J

zusammengestellt, kann die Radiuslinge verldingert und die Phasenauflosung verbessert
werden oder umgekehrt). Die Eulerrolle muss jedoch nicht auf 8 Subelemente beschrinkt
sein, wenn geniigend Subelemente vorhanden sind, konnen mehr Radiusvektoren hinzugefiigt
werden, was die Phasenauflosung verbessert. Bei einem endlichen 2n-System kann die

Vektorlange immer auf r = 1 und auch der Phasenwinkel auf % = T = 17 skaliert

werden. Das bedeutet, das ein Halbkreis-Objekt immer auf ein eindimensionales Vektorobjekt
R24m =1 reduziert werden kann, sofern mindestens acht Subelemente zur Verfiigung stehen.

0
Die Winkelauflosung ist jedoch auch bei einem grossen System auf % begrenzt. Das
bedeutet, dass es keinen Radiusvektor Rnz0 gibt. Die Bezeichnung Rnz0 beinhaltet nur die
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Information, dass es einen Vektorrand bzw. eine maximale Vektorlinge % = 2% =1 gibt.

Das ist eine Lénge mit unbekanntem Phasenwert und damit unbekannter Dimension (Einheit).

Der Vorteil der Polardarstellung liegt in ihrer allgemein giiltigen Formulierung. Jedes beliebig
komplexe Objekt kann im Imaginéren Zahlenraum jx beschrieben werden.
Dabei konnen beliebige y=f(x) Funktionen mathematisch beschrieben werden, wobei mit

Differenzialgleichung % auch die Schnittpunkte von Gleichungen hoher Ordnung bestimmt

werden konnen. Allerdings ist die Komplexitit der Gleichungssysteme auch nicht begrenzt,
womit jeder Computer iiberfordert werden kann. Der grosse Vorteil des imaginiren
Zahlenraums ist die Objektivierbarkeit aller Zahlen. Damit hat die Mathematik in jeder
Disziplin ihre Giiltigkeit. Fiir Handlungsempfehlungen, basierend auf mathematische
Herleitungen, sind sie aber nur bedingt gesellschaftstauglich. Jedenfalls kann man 5G-Gegner
kaum mit der Maxwell-Gleichung davon iiberzeugen, dass der Betrieb einer Antenne ein
akzeptables Risiko darstellt.

Der Phasenraum (wird auch als Bildbereich bezeichnet)

Wie bereits erwihnt, wird auf der Eulerrolle der Phasenraum durch die skalierte
Durchmesserldnge y = D = r2 und durch den x = Dt = 2¢ begrenzt. Im Gegensatz zur
Polardarstellung kann in diesem Bereich entlang der y-Richtung eine aufgefaltete Radiuslédnge
R4 als Vektorlidnge 2r=2n [m] und entlang der x-Richtung ein abgewickelter Kreisumfang S4
als Bogenlidnge Dt = 2¢ [m] dargestellt werden. Jedem Punkt im Phasenraum kann somit
eine Flachenzahl xy zugeordnet werden, die als Produkt «Vektorlinge - Phasenwert" und
damit als Radiusvektor R2n22¢ dargestellt werden kann. Da in der Polardarstellung jede

Radiuslénge auf % = 1 skaliert ist, kann mit einer R1-Vektorlédnge nur die Fliche 1 -

dargestellt werden, was auf der Eulerrolle der Flache eines Quadranten entspricht. Die ganze
Fléache einer skalierten R1-Polardarstellung (vier Quadrante) kann durch einen R22¢ Vektor
abgebildet werden.

R

Ein solcher Vektor R22¢ Vektor weist immer das Verhéltnis % = i = 1 auf. Im

Jj
Phasenraum bilden Rn-Radiusvektoren immer eine Rechteckfldche ab, welche durch einen
1D-Hypotenusenvektor cg (komplexer Sehnenvektor mit Re- und Im-Anteil) begrenzt werden.

Das ist ein dualer Sehnenvektor, welcher % A, und % B; Anteile (% = %) enthélt. In der
J

Polardarstellung ist das eine 45°-Sehne mit f—; = % = %, im Phasenraum dagegen eine

Rechteckdiagonale die auf einer Linie mit der Steigung m = % liegt. Dabei kann der Realteil

dieser Sehne als skalierter 0 Wert = 1 und der Imaginérteil als skalierter Phasenwert ¢ = %

interpretiert werden. In der Mathematik ist diese Sehne als s=(o + jm) bekannt.

Der Phasenraum wird damit durch einen s-Vektor beschriankt, und zwar sowohl der Re-Anteil
A, = r[m] wie auch der Im-Anteil B; =p[m]. Das sind zwei unterschiedliche
Langeneinheiten (wie Meter und Fuss) mit denen aber eine beliebig grosse Flichenzahl

n? = kr - kg dargestellt werden kann, Jede Sehne cg ldsst sich aber als lineare Funktion

y = f(re) = f(ab) darstellen. Das ist ein Sehnenvektor S2n welcher verschiedenen
Steigungen (Dimension) dargestellt werden.

Jeder Sehnenvektor kann somit als n'-Rand einer 2D-Kreissegmentfliche (zwei
Mannigfaltigkeit) interpretiert werden. Dabei handelt es sich immer um ein statisches
Element, da der Phasenraum keine Zeitdimension darstellen kann.
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Im Phasenraum konnen daher Subelemente nur addiert aber nicht gedreht werden, da eine
Drehung ein dynamischer Vorgang ist und immer eine Zeitdimension voraussetzt. Mit 8
Subelementen (4 Langen- und 4 Phasenteile) konnen verschiedene Vektoren kombiniert
werden (addiert oder subtrahiert). Wenn man davon ausgeht, dass ein R-Vektor immer aus
gleich vielen Re- und Im-Anteilen bestehen muss, dann kann ein R42¢ Vektor auch in zwei
skalierte o-Vektoren R22¢ oder vier R1£¢-Vektoren aufgeteilt werden. Ein R12£¢-
Vektoren stellt dann noch eine Zahl 0,5 dar und ein R22¢ eine Radiuslidnge 1. Ein Vektor, in
der Polardarstellung liegt aber immer auf einer y-Achse weil er nicht gedreht werden kann.
(In der Polardarstellung liegt er hingegen auf der -x Achse). (Eine Drehung setzt eine
Zeitdimension bzw. eine Multiplikation voraus).

Der Zeitbereich und der Fourier-Raum.

Ein Phasenwert ¢ kann auch als 180°-Winkel zwischen zwei Radiusvektoren und damit auch

. Kreisumfan . . . . .
als Kreiskonstante ~c=Wm/ @ _ o interpretiert werden. Dieser Quotient kann im
Durchmesser

Zeitbereich durch einen Sehnenvektor (Mantelfliche des abschraubbaren Zylinderoberteils)
darstellt werden. Dabei kann ein Kreisdurchmesser als Mantelhohe auf der vertikalen z-Achse
und der Kreisumfang als Zeit t=2rm auf einer horizontalen Zeitachse darstellt werden. Dieser
Quotient wird also durch einem Sehnenvektor c, dargestellt, der auf einer Linie mit der
Steigung zzr—rn liegt. Es handelt sich um eine verlangerte Bildbereich-Hypotenuse cg, wobei
jedoch die Sehne c, keinen Langenvektor, sondern eine Geschwindigkeitsvektor v, [%]
darstellt. Dieser Vektor ist in der Mathematik als s=(o + jw) Term bekannt. Dieser S-Vektor
ist dquivalent zu einem R24§ bzw. zu einem 2j-Vektor, welcher jedoch eine Flache darstellt.
Diese Vektorspitze eines s=( o + jw) Vektors schneidet sich mit dem skalierten Radiusvektor
R2 ZL% im Punkt (z,t)=(2,2m). In der Polardarstellung wird diesem Punkt eine Zahl 2j

zugeschrieben (skalierte Radiuslinge % und skalierter Phasenwert% = 1Re+im — 11y

Diesem Punkt kann also ein Realteil 1 und ein Imaginérteil 1 und damit eine skalierte Lénge 1
und eine skalierte Zeit t=1 zugeschrieben werden. Die Basiszahl wird dabei durch den R2z-
Vektor und der Exponent durch den Sehnenvektor s= (o + jw) dargestellt.

Dreht sich der Radiusvektor Vektor R2 ZL% weiter auf die -x Achse weiter, markiert er als
R2,4m zum Zeitpunkt =2 die maximale Vektorldnge R2= % Diese Markierung kann auch als

Phasenwert 2w |1
Frequenz |=——— =
S

ol 2 [ ] interpretiert werden. Die Markierung fi=2¢ ist auch die Zeit, die
ein Rn-Vektor benétigt, um sich um 360° (Phasenwert 2¢) zu drehen.

Ein Produkt ft = zt setzt aber auch voraus, dass es im System nebst einem Phasenraum auch
einen Fourierraum und damit auch auch einen S-Vektor gibt, welcher die Geschwindigkeit

vy, =2 [%] reprisentiert. Dieser S-Vektor liegt im Zeitbereich auf einer Linie mit der

Steigung m=%. Auf der Eulerrolle besitzt die Schraubenlinie diese Steigung.

Der Punkt (z,t) = (4, 2m) auf der Mantelfldche des Oberteils kann daher auch als (f,t) Achse
bezeichnet werden. Das heisst, die R4-Léange auf der z-Achse reprisentiert eine Frequenz {=2
ab und der Punkt 27 eine Phasenzeit t, = 1. Mit der unterschiedlichen Interpratation der
z-Achse (Ldnge bzw. Frequenz) unterscheidet sich auch der Zeitbereich von Fourier-Raum.
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5. Spezielle Zahlen und Vektoren auf der Oberflache der Eulerrolle

Geometrisch unterscheiden sich die beiden Mantelflachen auf dem Zylinderoberteil und
Zylinderunterteil nicht (Ausnahme: konstruktiv bedingten Abweichungen).

Der Giiltigkeitsbereich der beiden Flachen beschréinkt sich auch die Darstellung einer R4-
Durchmesserlidnge, welcher die Zahl 2 darstellen kann. Ein dquivalenter und damit zweiter
(R22¢) Vektor kann auch im Zeitbereich darstellt werden.

Der Rand dieser beiden Fldchen wird dann durch einen komplexen S4n-Diagonalvektor
dargestellt, wobei der Re-Anteil im Phasenraum und der Im-Anteil im Fourierraum dargestellt
wird. Auf dieser Sehne konnen jedoch nur lineare Zusammenhénge und damit auch nur
nlLingen bzw. nl-Zeiten dargestellt werden. Im Gegensatz zur Zeitdarstellung auf einem
Kreisumfang (Polardarstellung) gibt es auf dieser 1D-Sehnenlénge (v, -Vektorlinge) keine
Uberlagerungen von quadratischen Termen. Zudem werden 2n-Zahlen auf einem v,-Vektor
mit doppelter Steigung dargestellt und alle v(; _,¢)-Vektoren liegen auf einer Sehne mit
kleinerer Steigung. Alle Punkte auf einer solchen Sehne weisen eine Phasendominanz auf
(Ar < B;) und kénnen somit keine Primzahl abbilden. Umgekehrt gilt auch:

Alle Primzahlen kénnen mit einen v;-Sehnenvektor dargestellt werden, fiir sie gilt:

Re=Prim _ SZp<pRe+p1m).

Primsehne v; = ,
Im=Prim

Wenn diese P-Sehne mitg skaliert wird gilt: 2(1Re+1/m) = 21=prim,

In der Polardarstellung ist dies eine Durchmessersehne, welche jedoch auch als -R2 Vektor
die Durchmesserldnge des Einheitskreises darstellen kann.

Primcharakter hat auch die Zahl e. Diese Vektorldnge {1 + % + % + % + - } néhert sich mit

jeder Termen-Erweiterung die Summe der exakten Liange e an. Da jedoch nach jeder
Erweiterung noch kleinere Aa-Subléngen dazu addiert werden, ldsst sich die genaue e-Lénge

nur mit unendlich vielen Termen genau abbilden. Mit der Skalierung g = % lasst sich diese

Abweichung immer auf eine Radiusreferenzlidnge 1 bzw. Referenzzeit 1 skalieren. Dieser
Referenzvektor dient als Ausganslage fiir jedes n'-Objekt. Die Zahlen 1, e und 7t lassen sich

daher auf der Eulerrolle in allen Dimensionen (Richtungen) als skalierte Zahl 1=§ oder als

Zahl 2 = 2%" als Term ¢ = rm darstellen. Das Produkt 77 ist in diesem Fall als

Wanderwegliange Weg*Zeit [ms] zu verstehen.
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Beschriftungsbeispiel fiir die Eulerrolle Oberfliache

Je nach Fragestellung kdnnen die Oberflichen der Eulerrolle unterschiedlich beschriftet
werden. An dieser Kurzbeschreibung werden nur mogliche Beispiele abgebildet.

Fiir die entsprechenden Erklarungen wird auf die Angebote
von Bildungsprojekte verwiesen.

Beschriftungsbeispiel Deckelfliche der Eulerrolle
(Polardarstellung)

Um einen j-Vektor abbilden zu kdnnen, ist eine minimale
Phasenauflésung von 90° erforderlich. Der dazu notwendige
Kreisbogen muss mindesten eine Lénge von (r - 2rr) haben.
Diese Bedingung erfiillt in der Polardarstellung ein R4L§ -

.. . . 2
Vektor mit einer skalierten Linge r° = ﬁ =0

Bild 3: Beschriftungsvariante Zylinderdeckel.

Beschriftungsbeispiel fiir untere und obere Mantelfléiiche der Eulerrolle

- 45 S4-Rand

N
o-P n \>2/n 1 a \_& =\ Phasen — Achse B; [s]
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Bild 4: Phasenraumdarstellung (blau) mit komplexem Sehnenvektor s im Fourierraum.

Fiir eine weiterfiihrende Erkldrungen obiger Darstellung wird auf den Aufsatz
Primzahlen, 7 und die Goldbachvermutung verwiesen.

Die Eulerrolle ist als didaktisches Hilfsmittel gedacht und eignet sich nicht nur fiir den
Mathematikunterricht. Auch viele Zusammenhinge aus dem Alltag lassen sich damit leichter
erkldren. Dazu gehdrt nebst Erkenntnissen zur Mathematik auch Erkenntnisse aus dem
Bereichen Physik, Chemie aber auch zu betrieblichen Bildungskonzepten.
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Die Eulerrolle kénnen nur die skalierten Zahlen 1 bis 4 oder die Fliche 22darstgestellt
werden. Das geniigt aber, dass die Zahlen € und 7 als e oder ! Vektorlinge dargestellt
werden konnen.

Bei einer Systemgrosse S16 (16 Subelemente) konnen im Fourieraum auch zwei

Geschwindigkeitsvektoren v; und v, und damit auch ein Av abgebildet werden.

Bei einer besseren Auflosung (mehr als 16 Subelemente) konnen im Fourierraum auch kleine
Phasenverschiebungen detektiert werden. Allerdings nur im Bereich zwischen den beiden
Sehnenvektoren 7; und v5. In der Mathematik ist dieser Raum auch als k-Raum bekannt
(Anwendungsbereich: Bildverarbeitung)

Mathematische Anwendungsbeispiele

Zahlentheorie, besondere Zahlen

(Primzahlentheorie, g, e und 7 aber auch V1,v2,vV3 und V5
Die Gaussverteilung und Wahrscheinlichkeiten
Der Polyedersatz (E+F-K=2)

Der Goldene Schnitt (¢ = %)

Analysis; Fourier- und Laplace-Transformationen

Spezielle Aufsétze zu den oben erwdhnten Themen sind vorgesehen.

Aktuell ist aber erst der Aufsatz «Primzahlen, 772 und die Goldbachvermutung in einer
Beta-Version verfligbar.

Weitere Angaben: www.bildungsprojekt.ch/mathematik

Hiittwilen, im Mérz 2024
Hanspeter Zehnder
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